









































時間を示す半直線［0, ∞）上にその発生時点を記述した点の系列 {ti ; 0 < t1< t2<…} が点過程であ
る。ただし、ti　は事象が i 番目に発生する時点を表す。後述するが、点の系列の確率的な構造
を記述するために点の発生間隔、つまり事象の発生間隔 xi = ti－ti-1 を用いる。発生間隔xiはデュ
レーションと呼ばれる。
事象の発生時点 ti だけの一変量の系列 {ti} ではなく、発生時点に加えてそれ以外のデータを
伴う多変量の系列の場合、マーク付き点過程と呼ばれる。たとえば、株式取引の発生時点 ti に
加えて、その取引の価格 pi や取引量 voli も含めた３変量の系列 {ti, pi, voli,} はマーク付き点過程
となる。
時系列データは一般に等間隔で観測されたデータであり、各時点において観測される数量の
系列{…, yt-1, yt, yt+1,…}であって発生時点のデータ{ti}ではない。時系列分析ではそうしたデー
タをモデル化して分析する。
点過程を基にして時点 t までに事象が発生した回数を得ることができる。この回数をN（t）と













発生間隔（デュレーション）を表す確率変数の系列 xi（i=1, 2, 3, … ,n）が共通にパラメータ の
指数分布に従い、相互に独立である。
  （1）
















3 相互に独立な確率変数XiがGAM（ai,b）に従う場合、  は再生性によって  に
従う。したがって、この確率変数xi （i= 1,2,3,…）が共通のパラメータ1／lの指数分布、つまり、GAM（1, 









前述したとおり、２つ事象が発生する時点 ti と ti-1 の間隔は xi=ti－ti-1 と記述され、デュレー
ションと呼ばれる。ACDモデルでは、観測される変数 xi が xi の条件付き期待値 i （状態変数）と
誤差項 ei を用いて以下のように定式化される。
 　　　　　　　　　　　i＝1, 2, …, n （4）
  （5）
 i 、あるいは iを対数変換したψi（=ln i ）の定式化は様々なものを提案することが可能であ
る。期待デュレーション i を定式化する基本モデルとして i と xi の一次のラグ付き変数であ
る i-1 と xi-1 を説明変数とする一次式を仮定する。
 　　　　　　i＝1, 2, …, n （6a）
  （6b）





















SCDモデルでは、観測される変数 xi が xi の条件付き期待値 i（状態変数）と誤差項 e i を用
いて以下のように定式化される。
 　　　　　　　　　　　　　i＝1, 2, …, n （9）
  （10）
 
このモデルではデュレーション xi の条件付き期待値 i が自らの過去の値 i-1, i-2, i-3,…と誤
差項ηi に依存している。
期待デュレーション i の定式化は自由である。また、ei の確率分布も０以上の値だけを実現




従っていたとしても、 i が変動するので、xi の確率分布は変動する。










前述したとおり、 i 、あるいは i を対数変換したψi（=ln i ）の定式化は様々なものを提案
することが可能である。本稿では単純なモデルとして、期待デュレーション i を対数変換した
 i の一階の自己回帰モデルを仮定する。なお、Wi は k 次の列ベクトルであり、その要素は定数
項に加えて i-1 と xi-1 以外で i に影響を与える変数である。













































































１）観測される変数  と状態変数  の間にある関数関係（（9）,（10）,（11a,11b））
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ψと x の結合分布p（ψ, x|f,W,d,g,sh）は p（ψ|f,W,d,g,sh）と g（x|ψ, ）の積であり、（13）
で記述される。（13）へ（11a,11b）を代入して対数変換すると、（14）が得られる。
（14）を線形正規状態空間モデルで近似するために、観測方程式の対数尤度に相当する（14）の










以上のように  と  を定義すれば、上式を以下のように記述できる。
 
ここで、  と  を以下のように定義する。
  （19）
  （20）






（21）の右辺は、  を観測変数、ψi を状態変数、以下に示す（22）を観測方程式、




i i i i
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ここで、誤差項 ei の確率分布としてパラメータが gのガンマ分布  を仮定すると、




























   （25）
ただし、 ，  である。









以下の（ⅰ）～（ⅴ）の順番で作業を進める。最初にCiとViを計算する。計算した Ci を用いて zi 
を生成し、さらに、Ci と Vi と zi を用いてriを計算する。最終的には ri と zi を用いて yi を生成す
る。この計算にはカルマン・フィルターで得た結果も利用する。この作業を i= n－1 から i=1 
に向けて継続して、i=1,2,…,n－1 の各時点において、Ci, Vi, zi , ri , Ui , yi を計算する。
i=n では Cn と Vn を計算した結果を用いて zn, yn を計算するが、rn と Un については rn=0,Un=0
とおき、計算しない。
（ⅰ）　カルマン・フィルターの結果を利用して、Ci,Viを計算する。
 ，  
（ⅱ）　直前に計算した Ci を分散共分散行列、平均が０の正規分布を利用して、zi を生成する。
 
（ⅲ）　Ci,Vi とzi を利用して、以下の式に従って ri を計算する。
 
（ⅳ）　Ci,Vi と Di を利用して、以下の式に従って Ui を計算する。
 







（ⅴ）で生成された yi はフルコンディショナルな事後分布から生成された  i の乱数になる。
そこで生成された　 i の乱数と遷移方程式（11a,11b）を用いてψi を計算する。こうして計算さ


























































 　　　　　　　　　　　i＝1, 2, …, n （9）
   （11a）
  （11b）
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ただし、  ， 
 ，  
 
 
t=1において以下の順番で状態変数a1 の２種類の条件付き平均  と 、２種類の条件付き分散 
P1と を計算する。
（ⅰ）　  と Pt と et の計算
１７ 付録の記述に関しては中妻（２００３）と大森・渡部（２００８）に負うところが多い。
 なお、カルマン・フィルターだけは下付き添字を t にしてある。
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（ⅱ）　Kt と Dt の計算
（ⅲ）　  と  の計算
この作業をt=2,3,…Tと継続することで t=2,…,T の各時点において状態変数 at の２種類の条




差項 et=Gut の候補、あるいは遷移方程式の誤差項 ht=Htut の候補を生成する方法である。カル
マン・フィルターで推定した結果を保存しておき、上記の誤差項の候補を生成する際に利用す
る。
t=T において以下の（ⅰ）で CT と VT を計算し、（ⅱ）で zT 、（ⅴ）で xT を計算する。つまり、時点 T
では（ⅲ）と（ⅳ）を飛ばし、rT と UT を計算せずに rT=0 と UT=0 とおく。t= T－1 では（ⅰ）から
（ⅴ）の順番で CT-1、VtT-1、ztT-1, rT-1, UtT-1 , xT-1を計算する。この作業を t= T－2,T－3,…,2,1 と継続




（ⅱ）　直前に計算した Ct を分散共分散行列、平均が０の正規分布を利用して、zt を生成する。
 
（ⅲ）　Ct, Vt と zt を利用して、以下の式に従って rt を計算する。
 
（ⅳ）　Ct, Vt と Dt を利用して、以下の式に従って Ut を計算する。
 
（ⅴ）　rt と zt を利用して、以下の式に従ってxt を計算する。
 
εt を生成する場合という式に従って（ⅴ）で生成された xt はフルコンディショナルな事後分
布から生成されたεtの乱数になる。一方、ηtを生成する場合という式に従って（ⅴ）で生成さ









以下の式に従い、et の乱数を生成した場合、et の乱数と観測方程式を用いてat を計算する。
一方、ht の乱数を生成した場合、ht の乱数と遷移方程式を用いて at を計算する。計算された 




















が得られる。ψi の動きを記述する（11a）からψi|ψi-1,f,d,shからψi を生成することと、hi|sh 





















SCDモデルから導出される  の事後分布から  を生成する際には、（A4）を利用す
る。























   （A4’）
シミュレーション・スムーザを用いて {ψi,ψi+1, … ,ψi+k} をサンプリングした後、（A4）と
（A4’）を用いて計算される採択確率を用いて採否を決定する。こうして {ψi,ψi+1, … ,ψi+k} を
生成する。
